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Finite Point MEthod (FPM):
1. Developed by Atluri-Zhu (1998).



• The strong form of equilibrium equation can be defined as:

with

• Similar to other strong form solutions, FPM directly applies 
the equilibrium equation on all nodes. The discrete final form 
can then be defined as:
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Finite Point MEthod (FPM):



• FPM uses WLS or MLS shape functions to approximate the 
field value around a node:

• Then the discretized governing equations are modified:

• The final set of simultaneous eqiations can then be obtained:
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• In order to avoid ill-conditioning of FPM, the following 
stabilized terms are added :

• and the discretized governing equations:
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• The final set of stabilized simultaneous eqiations can then be 
obtained:
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• FPM is a truly meshless method.

• FPM is far faster than other weak form based methods.

• In comparison to FEM, it does not require any mesh 
generation.

• In comparison to FDM, it allows for irregular nodal 
arrangements and efficient enforcement of boundary 
conditions.

Finite Point MEthod (FPM):
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1D tests solved by FPM:
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c rm=.25 rm =.375 rm=.5

0.2 2.02 1.91 1.71

0.3 1.91 1.56 1.24

0.4 1.68 1.25 2.48

0.5 1.28 2.55 7.24

0.6 1.96 4.72 10.43

0.7 4.48 14.48 8.15
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2D tests solved by FPM:

c rm=.8 rm=1.2

0.2 1.74 1.45

0.3 1.49 1.19

0.4 1.08 3.13

0.5 1.82 5.55

Exact solution

FPM solution

Error



• The governing PDE of plate bending problems can be 
expressed as:

• With the following boundary conditions along the edge x=a of 
a rectangular plate parallel to xy axes:

• Fixed edge :

• Simple edge:

• Free edge:
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Plate bending by FPM:



• The governing PDE of plate bending problems can be 
expressed as:

• Assuming simple edges for the rectangular           plate:
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• In order to enforce two boundary conditions at any node:

• Only one condition is selectively enforced at each node. 
This will lead to the reduction of accuracy.

• Defining two sets of variables (degrees of freedom) at 
each boundary node.

• Defining extra (ghost) nodes on the boundary. This is an 
extension to the usual procedure in FDM.

Plate bending by FPM:
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Square Plate Bending by FPM:
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Clamped Circular Plate Bending by FPM:
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حل مسائل انتشار يون كلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد 
سازه هاي بتني با استفاده از روش نقاط محدود

معادلات حاكم بر انتشار يون كلر در بتن
CtD

t
C 2)( 
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• D (t,T) : زمان در كلر يون پخش ضريب t دماي و T
• Dref : زمان در كلر يون پخش ضريب tref و Tref
• U: شوندگي پخش پروسه در شده آزاد انرژي  
• T: است كلوين درجه به سازه مطلق دماي.
• R : گازي ثابت
•mc  : ثابت ضريب

•C مقدار كلر
• t زمان و به عبارت ديگر عمر سازه بتني
• D ضريب پخش يون كلر در بتن



حل معادله انتشار يون كلر با استفاده از روش نقاط محدود
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Cs برداري است حاوي مقدارC  در نقاطي كه در زير دامنه نقطه
مورد نظر قرار دارند

 حل تحليلي معادله انتشار

حالت يك بعدي
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:حالت دو بعدي
:و با شرايط مرزي  Lو عرض  Hبراي دامنه مستطيلي شكل به طول   

 حل تحليلي معادله انتشار
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:و شرايط مرزي   Rدامنه به صورت دايره اي شكل با شعاع براي 
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مسائل حل شده
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:تابع وزني 

 =1.4

U= 35000 j/mol

R = 8.3143 jouls per Kelvin per mole. 

tref = 28 days 

Tref= 293o K (20oC)

:ديگر فرضهاي حل مساله 

rm=با برابر و جداگانه صورت به نقطه هر براي دامنه زير شعاع rminكهشده فرض  مقدار  
 يك حالت براي نقطه 6 و 3 حداقل كه است نقطه هر ي بر دامنه زير شعاع مقدارrminو ثابت
.باشد داشته وجود زيردامنه آن در بعدي دو و بعدي



Thickness (mm) Cover (mm) D (m2/s) mc Ct %

1000 50 10-12 0 0.1

حالت يك بعدي
ضريب انتشار ثابت

مشخصات دال بتني

Ct بتن در خوردگي آغاز براي لازم كلر مقدار
 گراد سانتي درجه 20 با برابر و ثابت سالانه دماي مقدار

  .است شده فرض صفر با برابر mc و

  2/1

2 )()(   dCCCCL h
exact

Th
exact

Number of 
nodes FPM EFG FEM FDM

L2 error% 21 0.1897 0.1678 0.4984 0.1879

101 0.009 0.008 0.0216 0.008

سال 20براي مقدار يون كلر بعد از L2خطاي



مقدار يون كلر در نيمي ا زدال بتني بعد  
)نقطه 21( سال  20از

سانتي متري بر   5مقدار يون كلر در ضخامت 
)نقطه 21(حسب زمان 

مقدار يون كلر در نيمي ا زدال بتني بعد  
)نقطه 101( سال  20از

سانتي متري بر   5مقدار يون كلر در ضخامت 
)نقطه 101(حسب زمان 
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Number
of nodes FPM Exact EFG FEM FDM

Initiation
Period
(year)

21 12.98 14.7 13.4 12.5 13

101 14.6 14.7 14.7 14.6 14.7

زمان شروع خوردگي براي ضريب انتشار ثابت

ضريب انتشار متغير نسبت به زمان
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Month number

نمودار دماي سالانه بندرعباس

فرض شده است 2/0برابر با  mcمقدار

Number of 
nodes FPM EFG FEM FDM

initiation period 
(year)

21 23 23.8 21.8 22.9

101 26.5 26.5 26.5 26.5

زمان شروع خوردگي براي ضريب انتشار متغير



ضريب انتشار متغير نسبت به زمان
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 )نقطه 21 (سال  20مقدار يون كلر در نيمي ا زدال بتني بعد ا ز
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 )نقطه 21(سانتي متري بر حسب زمان 5مقدار يون كلر در ضخامت 
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 )نقطه 011 (سانتي متري بر حسب زمان 5مقدار يون كلر در ضخامت  )نقطه 011 (سال  20مقدار يون كلر در نيمي ا زدال بتني بعد ا ز



حالت دو بعدي

ستون بتني با مقطعي به شكل مربع و دايره

Cover (mm) D (m2/s) m Ct %

50 10-12 0 0.1
مشخصات ستون بتني با مقطع مربعي و دايره اي شكل

توزيع نقاط در يك چهارم از مقطع بتني



 )نقطه 185 (سال  20مقدار يون كلر با ضريب پخش ثابت بعد از 

حل دقيق

روش اجزا محدودبا استفاده از

مقطع مستطيلي شكل
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 )نقطه 185 (سال  20مقدار يون كلر با ضريب پخش ثابت بعد از 

با استفاده از  روش تفاوتهاي محدود با استفاده از  روش بدون المان گالركين

با استفاده از  روش نقاط محدود
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ميليمتري بر حسب زمان با ضريب پخش ثابت 50مقدار يون كلر در عمق 

نقطه 185

نقطه 697



Number of nodes FPM EFG FEM FDM

L2 error% 185 0.46 0.73 1.42 0.73

697 0.11 0.27 0.46 0.086

، براي مقطع مربعي شكل با ضريب پخش ثابت T=20در زمان L2 خطاي

Number
of nodes

FPM Exact EFG FEM FDM

Initiation
Period
(year)

185 6.7 10.5 7.58 4.67 4.33

697 9 10.5 9.08 8.83 9.42

ميليمتر براي مقطع مربعي شكل با ضريب پخش ثابت 50زمان شروع خوردگي آرماتور در عمق 



متغيرميليمتري بر حسب زمان با ضريب پخش  50مقدار يون كلر در عمق 
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نقطه 185

نقطه 697



Number
Of

nodes FPM EFG FEM FDM
Initiation

Period
(year)

185 10 11.75 6.5 5.75

697 14.23 14.67 14.25 15.42

ميليمتر براي مقطع مربعي شكل با ضريب پخش متغير 50زمان شروع خوردگي آرماتور در عمق 

FPM EFG

Computing time 
(sec) 26 67

نقطه 697زمان حل براي حل مساله دوبعدي انتشار يون كلر با ضريب پخش متغير براي 



مقطع دايره اي شكل

نقطه  585           نقطه                                   152
توزيع نقاط براي مقطع دايره اي شكل 

  50مقدار يون كلر در عمق 
ميليمتري بر حسب زمان با 

ضريب ثابت
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سال 20مقدار يون كلر با ضريب پخش ثابت بعد از 

حل دقيق

)نقطه  585( با استفاده از روش نقاط محدود  )نقطه  152(با استفاده از روش نقاط محدود 
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L2 error% initiation period 
(year)

FPM (152 nodes) 0.0532 7.8

FPM (585 nodes) 0.0039 12.15

exact --------- 14.2
ميليمتر 50و زمان شروع خوردگي آرماتور در عمق L2خطاي

براي مقطع دايره اي شكل با ضريب پخش ثابت




